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Abstract— The need to understand the propagation of diseases created a new area of science: the mathe-
matical epidemiology. The mathematical epidemiology considers models that can help to control these diseases.
Some of these models are the compartimental model SIR (Susceptible - Infected - Recovered) and the Model
Based on Individuals MBI that it analyzes the individual as discrete entity only. This article considers to include
the vaccination to the MBI as control form and to investigate the possible numbers of individuals to be vacinated
and the period enters each vaccination for eradication of the diseases.
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Resumo— A necessidade de compreender a proliferagao de doengas do ponto de vista dindmico fez surgir uma
nova drea da ciéncia: a epidemiologia matemdtica. A epidemiologia matemaética propoe modelos que possam
ajudar no controle dessas doengas. Alguns desses modelos s@o o modelo compartimental SIR (Suscetivel -
Infectado - Recuperado) e o Modelo Baseado em Individuos (MBI) que analisa o individuo como entidade tunica
e discreta. Este artigo propde a incluir a vacinagdo pulsada ao MBI como forma de controle e investigar os
possiveis niimeros de individuos a serem vacinados e o periodo entre cada vacinacio para erradicacdo da doenga.

Palavras-chave— Modelagem Epidemiolégica, Modelo Baseado em Individuos, Controle e Vacinagdo Pul-

sada.

1 Introducao

O estudo das doengas infecciosas constituem atu-
almente um importante ramo da ciéncia em vir-
tude de sua alta freqiiéncia na populagao e da
gravidade dos quadros que podem apresentar. A
literatura histérica e epidemiolégica esta repleta
de casos de doengas infecciosas que invadiram co-
munidades humanas afetando a populagao e a or-
ganizacao social. O nimero de mortes provocado
pelas maiores epidemias de todos os tempos é im-
preciso, mas é incomparavelmente maior ao nu-
mero de mortes provocados por todas as guerras
(Anderson e May, 1992). Tem-se observado o apa-
recimento de algumas doengas que se espalham
entre seres humanos e animais, como a gripe asia-
tica que atingiu a Europa e Asia, e a febre aftosa
que esta presente em algumas regiao da Asia e
América do Sul.

No controle da proliferagao das doengas in-
fecciosas a ciéncia tem contribuido de diversas
formas, desde o desenvolvimento de vacinas até
campanhas de conscientizagao e politicas publi-
cas. Devido a relevancia deste assunto, vérios
pesquisadores buscam o desenvolvimento de mo-
delos matematicos que possam contribuir para a
compreensao e erradicacdo de doencas infecciosas
(Aguirre et al., 1993). Esta drea da epidemiolo-
gia denominada epidemiologia matemaética se for-
taleceu nos ultimos anos e o interesse em mode-

lar doengas infecciosas tem sido objeto de estudos
de intmeros trabalhos em todo o mundo (Xia e
Moog, 2003; Yang, 2005; Hethcote, 2000; Aguirre
et al., 1993).

Os modelos epidemiolégicos tém auxiliado na
andlise do comportamento de epidemias em redes
de individuos. A modelagem tem como objetivo
compreender a dinamica de sistemas ecoldgicos e
as forcas que determinam essa dindmica, afim de
compreender os mecanismos de transmissao que
possam proporcionar estratégias de controle efeti-
vas.

Dentre os modelos matematicos desenvolvi-
dos, o modelo SIR (Kermack e McKendrick, 1927)
é um dos modelos mais utilizados para representa-
¢ao de doencas infecciosas e é utilizado como base
de estudos de erradicagao. O modelo SIR possi-
bilita a andlise de importantes caracteristicas das
doencas infecciosas, como: o principio de acao de
massa e a existéncia de limiar para erradicagao de
doencas infecciosas (Hethcote, 2000). Neste mo-
delo é possivel avaliar a dinamica entre trés tipos
de individuos considerados: suscetiveis, infectados
e recuperados.

Varias técnicas de controle de epidemias sao
investigadas por meio do modelo SIR. Dentre as
estratégias desenvolvidas podemos citar a vacina-
¢ao pulsada proposta inicialmento sistema (2) e
por Agur et al. (1993) em que a agéo de controle
é descrita sob a forma de pulsos. Esta técnica



pode ser vista como uma aproximacao das cam-
panhas de vacinacao de seres humanos e animais
promovidas por governos, nas quais um nuimero
de individuos sao vacinados em determinados in-
tervalos de tempo.

Entretanto, o modelo SIR nao é capaz de ex-
plicar a persisténcia ou erradicacao de doencas
infecciosas (Keeling e Grenfell, 2002; Keeling e
Rohani, 2002; Gamarra et al., 2001; Lloyd, 2001).
A principal razao para isso é que o modelo SIR
considera a distribuicao de individuos espacial
e temporalmente homogénea (Hethcote, 2000).
Essa razao estd intimamente ligada ao tamanho
da populacgao. Alguns pesquisadores acreditam
que em grandes populagoes os efeitos estocdsti-
cos locais possam desaparecer (Keeling e Gren-
fell, 1997). Entretanto, Durrett e Levin (1994)
atestam que “a estocasticidade local possui um
efeito sisteméatico na densidade da populacao e
esse efeito nao desaparece em grandes popula-
goes”.

Uma abordagem para lidar com a questao de
populacoes heterogéneas, estudado em ecologia,
os chamados Modelos Baseados em Individuos,
MBI (ou IBM,do inglés Individual Based Model)
(Keeling e Grenfell, 2000; Grimm, 1999) estao em
crescente estudo. Segundo Grimm (1999), “cada
individuo é tratado como uma entidade unica e
discreta que possui idade e a0 menos mais uma
propriedade que muda ao longo do ciclo da vida,
tal como peso, posi¢ao social, entre outras”.

Diferentemente do modelo SIR, que utiliza
a estratégia de compartimentos, o Modelo Base-
ado em Individuos, por considerar cada individuo
como uma entidade tnica e discreta que possui
caracteristicas, torna possivel a realizacao de um
controle inteligente por meio da vacinagao pul-
sada. Em que, o controle de uma doencga pode
ser determinado a partir das caracteristicas do in-
dividuo.

Pretende-se, com este artigo, utilizar o Mo-
delo Baseado em Individuos para mostrar como o
controle de doencas infecciosas por meio de vaci-
nacao pulsada pode ser realizado com o objetivo
de erradicacao dessas doencgas. E ainda, ressaltar
a importancia o numero de individuos vacinados
e o intervalo de tempo da vacinagao.

O restante do artigo estd distribuido da se-
guinte forma: Na Secao 2 serd descrito o modelo
SIR, vacinacao pulsada no modelo SIR e o Mo-
delo Baseado em Individuos com vacinagao pul-
sada. Na Secao 3 as simulagoes do MBI serao
mostradas e posteriormente na Segao 4 serd apre-
sentada uma breve discussdo dos resultados. As
consideragoes finais serao feitas na Secao 5.

2 Metodologia

Nesta secao é apresentado o modelo SIR utilizado
neste trabalho para simulagao de epidemias, as-

sim como a metodologia de controle por vacinagao
pulsada proposta.

2.1 Modelo SIR

O modelo matematico SIR (Suscetiveis - Infecta-
dos - Recuperados) possibilita o estudo da disse-
minagao de uma doenga em uma populacao, per-
mitindo a obtencao de um controle mais eficiente
da propagacao de doengas. Classicamente, o mo-
delo SIR é representado por equagbes diferenci-
ais nao-lineares em tempo continuo e utiliza a es-
tratégia de compartimentos (Kermack e McKen-
drick, 1927). O modelo divide a populag¢ao em trés
classes: 1) suscetiveis (5): individuos que podem
contrair a doenga; ii) infectados (I): individuos
que podem transmitir a doenga; iii) recuperados
(R): individuos que recuperaram da doenga e ndo
estao sujeitos a nova contaminacao. As equagoes
diferenciais sao:
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em que u é a taxa de novos suscetiveis, 7y é a taxa
com que os infectados tornam-se recuperados, 3 é
a taxa de transmissao da doenca, N é o nimero
total de individuos e S(t)+1(t)+ R(t) = N (cons-
tante).

2.2 Vacinagao Pulsada

A anélise da dindmica do modelo SIR permite de-
terminar dois estados de equilibrio. Um no qual,
a populagao estd livre da infecgao e outro em que
hé uma populagao de infectados em equilibrio en-
démico. Da andlise linear da estabilidade deste
estado resulta uma grandeza, denominada fator
de reprodutibilidade basal, que representa um pa-
rametro de bifurcacdo com o qual se determina a
condicao para o aumento ou a extingao da popu-
lacao infectada. Este valor pode ser alterado por
meio de vacinagao para que haja erradicacao da
doenga.

A vacinacao continua e constante representa
o numero de individuos suscetiveis, incluindo os
recém-nascidos, que devem ser vacinados. Dife-
rentemente da vacinagao continua, a vacinagao
pulsada consiste em vacinar uma fragao p da po-
pulagdo de suscetiveis periodicamente (7). O
estudo da vacinagao por pulsos foi inicializado
por (Aguirre et al., 1993) e analisado mais pro-
fundamente em vdrios outros trabalhos (Zhou e
Liu, 2003; Stone et al., 2000; Earn et al., 2002).

Na vacinagéo continua o termo uN em (1) é
substituido por (1 — p)N. A abordagem da vaci-



nacao de pulsos torna a acao de controle discreta.
O sistema obtido é:

B N us U S0)= 5,20
% = AS ooyl I(0)=1,20
e R(0) = R, 20
S(nT) = (1—p)S(T(n—1)), (2)
I(nT)=  I(T(n—1)),
R(nT) = R(T(n—1))+prS(T(n—1)).

em que pi é a proporcao de individuos vacinados
no instante n € Z. Imediatamente apds cada pulso
de vacinagao, o sistema (2) atinge um novo estado
sem ser afetado pela vacinagao até que um outro
pulso seja aplicado. No intervalo de tempo en-
tre os instantes n e n + 1, o sistema (2) define
um problema de valor inicial para o sistema de
equagoes diferenciais. Em cada pulso discreto de
tempo para [S(n); I(n); R(n)], Zhou e Liu (2003)
apresentam as condi¢ées para que o sistema (2)
possua estabilidade global para a erradicacao da
doenca.

2.3 Modelos Baseados em Individuos (MBI)

Os MBI sao simulacoes baseadas nas conseqiién-
cias globais de interagoes locais de membros da
populagao. Estes individuos podem representar
plantas e animais nos ecossistemas, veiculos no
trafego e outros. O MBI apresentado foi ini-
cialmente abordado nos trabalhos (Nepomuceno
et al., 2006).

2.3.1 Premissas Epidemiolégicas

A seguir sdo apresentadas algumas premissas uti-
lizadas para formulacdo do MBI. Essas premissas
baseiam-se no modelo SIR. As premissas sao as
seguintes:

1. Populagao constante. Como deseja-se reali-
zar comparagdes com o modelo SIR utilizado
neste trabalho, optou-se por utilizar a popu-
lacao constante de tamanho m.

2. Caracteristicas do individuo. Um individuo é
caracterizado por um conjunto de n caracte-
risticas.

3. Categorias de individuos. Ha trés categorias
para um individuo: 0 (suscetivel), 1 (infec-
tado) e 2 (recuperado).

4. Mudanca de categoria. Uma vez em uma
categoria, o individuo pode mudar para uma
outra categoria em cada instante de tempo.
Neste trabalho, adotou-se a transigao dis-
creta. As transi¢oes podem ocorrer em uma
das seguintes formas:

a) 0, 1, 2 — 0. Isso significa que o indi-
viduo morreu e um outro nasceu (para
manter a populagao constante ver pre-
missa 1). Caso o individuo ndo morra,
pode ocorrer a transigdo do item b) ou
c), descritas a seguir.

b) 0 — 1. Um individuo suscetivel, ao
encontrar com um individuo infectado,
pode adquirir a doenga e passar para a
categoria 1.

c)l — 2 Um individuo infectado
recupera-se e passa para a categoria 2.

d) 0 — 2. Um individuo suscetivel recebe
a vacinagao pulsada.

5. Distribuicao estatistica. Para a mortalidade
(e conseqiientemente nascimento) adotou-se
a distribuicao exponencial. Essa distribui-
¢ao também foi utilizada para a transicao de
recuperagao (Anderson e May, 1992). Ma-
tematicamente, a distribuigao exponencial é
expressa por fi(z) = pe " e fo(x) = ye 7"
para a mortalidade e recuperagao, respectiva-
mente.

6. Processo de infeccdo. Adotou-se que cada
contato entre um individuo suscetivel e um
infectado pode provocar um novo indivi-
duo infectado seguindo uma distribuicao uni-
forme. Isso significa dizer que 3;% dos conta-
tos tornarao os individuos suscetiveis em in-
fectados. A adogado desta premissa baseia-se
no principio de homogeneidade da populacao
(Hethcote, 2000). O processo de transicao
dos individuos, de suscetivel para infectado, é
estocastico ao invés de deterministico, o que
acredita-se ser mais adequado para o estudo
da propagagao de doengas infecciosas.

2.4 Algoritmo do MBI

A populacdo inicial é determinada. E assim, a
cada instante de tempo, o individuo é considerado
e verifica-se por meio de distribui¢oes probabilis-
ticas qual a transicdo que ocorrerd. Apdés os N
individuos serem avaliados, o tempo de simula-
¢ao é incrementado em At. O algoritmo termina
quando o tempo de simulacao atinge o valor final
t¢. Utilizando o fluxograma descrito na Figura 1,
realiza-se o algoritmo para o MBI com wvacinagdo
pulsada. De acordo com esse algoritmo o valor
de p é aplicado no sistema, para cada instante de
tempo t(n) = t(0) + nT. Assim, é representada a
vacinagao de um percentual p dos individuos sus-
cetiveis a cada periodo de tempo (7'), deste modo,
esses individuos suscetiveis passam diretamente a
serem individuos recuperados (0 — 2).

Utilizou-se a linguagem de programagao Sci-
lab ! para implementacdo desse algoritmo.

1Scilab é um software livre, de acesso gratuito e dispo-



2.5 Simulagdo do MBI

A simulagao do MBI é baseada na realizacao esto-
catica de alguns parametros. Como o MBI basea-
se no modelo SIR, acredita-se na equivaléncia en-
tre esses modelos. Ao levar em conta que o modelo
é discreto, pode-se atribuir a seguinte relacao:

Br = Atp 3)

Essa relacao é evidenciada numericamente, si-
mulando simultaneamente o modelo SIR e o MBI.
A Figura 3, apresenta esses resultados.

2.5.1 Simulacao de Monte Carlo

Neste item, utiliza-se o método de Monte Carlo
(Martinez e Martinez, 2002) para avaliar o MBI.
Esse método consiste em simular o modelo intime-
ras vezes e em situagoes aleatdrias (Figura 2).

3 Resultados

Neste trabalho foi implementado um algoritmo
(Figura 1) para o auxilio no desenvolvimento de
rotina, utilizando a linguagem de programagao
Scilab, para simular o MBI, em que a populagao
inicial é determinada de modo aleatério.

Apo6s a simulagao do MBI pdde-se compara-lo
com o modelo SIR, no qual observa-se uma equi-
valéncia na dinamica dos modelos. A Figura 3
apresenta os resultados com variagoes de 8 no qual
observa-se a validacao da Equacao 3.

Utiliza-se a simulacao de Monte Carlo do MBI
para um caso com persisténcia de doencas infec-
ciosas. Foram feitas 100 simulagbes que sao mos-
tradas simultaneamente (Figura 2).

Ao aplicar o controle por meio de vacinacao
observa-se o comportamento temporal da doenca
nas Figuras 4 e 5. A Figura 4 mostra a variagao
do numero de individuos vacinados e a Figura 5,
a variagao do periodo de tempo em que aplica-se
a vacinacao.

4 Discussao

Ao comparar o comportamento descrito pelos
modelos SIR e MBI, demonstrado na Figura 3,
percebe-se que o numero de individuos susceti-
veis comporta-se de modo semelhante. Em ambos
modelos, a populagao suscetivel é alta no inicio e
sofre um decrescimento logo em seguida. Depois
disso, cresce e oscila em torno de um valor que cor-
responde ao ponto fixo. Uma diferenga marcante
ocorre em regime permanente. Nessa situagao, en-
quanto no modelo SIR o niimero de suscetiveis se
estabiliza para um valor fixo, o nimero de susceti-
veis do MBI permanece com flutuagao caracteris-
tica de modelos estocasticos. Isso ocorre devido a
probabilidade nao-nula de que possa ocorrer uma

nivel no enderego: http://www.scilab.org
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Figura 1: Fluxograma do MBI.

erradicagao da doenga, essa afirmativa pode ser
observada na Figura 2. Esse é um fato impor-
tante, pois mesmo em uma situagao que o modelo
tenha parametros que o levem a uma situagao en-
démica, pode haver a erradicacao da doenca. Esse
cendrio nao é possivel de ser constatado usando o
modelo SIR. Observa-se na simulacao de Monte
Carlo da Figura 2, comportamentos dinamicos di-
versificados.

A Figura 4 ilustra a simulacao de trés valores
diferentes para o parametro p, com o periodo de
tempo igual a 40 unidades de tempo (T = 40).
Na situacdo em que nao hé vacinacdo (p = 0) e
para a vacinacdo de 50% dos individuos susceti-
veis (p = 0,5) nao ocorre a erradicagio da doenca.
Contudo, por meio da vacinacao de 95% dos indi-
viduos suscetiveis (p = 0,95) é alcancada a erradi-
cacao da doenca (I = 0). E importante ressaltar
que o valor de p encontrado é vélido para os pa-



Fecuperadas

Figura 2: Simulagao Monte Carlo do MBI. Os pa-
rametros utilizados foram: N = 1000, At = 0,1,
w=1/60, v =1/3 B = 0,20. Os grificos repre-
sentam o nimero de suscetiveis, de infectados e de
recuperados ao longo do tempo, respectivamente.

Suscetiveis

tempa (anas)

Suscetiveis

tempo {anos))

Suscetiveis

T 120

tempo (anos )

Figura 3: Comparagao entre SIR (-) e MBI (o).
Os parametros utilizados sdo: N = 1000, At =
0,1, y=1/3, u=1/60, (a)8 =2, 8; =0,2.(b)8 =
2,5, 81 =0,25.(c) = 3, Br = 0,3. Nos trés graficos
apresenta-se o nimero de suscetiveis ao longo do
tempo.

rametros indicados. Para outros, é necessario um
novo valor, a fim de erradicar a doenga.

A Figura 5 mostra a situagdo de trés valores
diferentes para o periodo 7. Nestes casos foram
adotados os mesmos valores de 3, i e y na simula-
cao ilustrada pela Figura 4, e p que aqui sera igual
a 0,5. Foi visto que, ao vacinar 50% da popula-
¢ao de individuos suscetiveis a cada 40 unidades
de tempo (T = 40) a doenca nao é erradicada,
bem como para valores de T' = 20. Entretanto,
se a mesma porg¢ao do ntmero de suscetiveis é va-

@ el Gl El 0 [Ed o T8 T80

tempo (anos)

El Ed @ Ed o @ T 3 e

tempo anos)

Infectados

Figura 4: Variagao do numero de individuos vaci-
nados. Os parametros utilizados sao: N = 1000,
At =0,1,v=1/3, p =1/60, 8 = 4,0, T = 40
unidades de tempo, (a) p = 0, (b) p = 0,5 ¢ (¢)
p = 0,95. Nos trés graficos apresenta-se o niimero
de infectados ao longo do tempo.

El W@ @ e 10 D Tio 60 a0
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El @ @ Ed 00 0 o 0 &0
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Figura 5: Variagao do nimero de individuos vaci-
nados. Os parametros utilizados sao: N = 1000,
At=0,1,vy=1/3, u=1/60, 8 =4,0,p=0,5, (a)
T = 40 unidades de tempo, (b) T = 20 unidades
de tempo e (¢) T = 10 unidades de tempo. Nos
trés graficos apresenta-se o nimero de infectados
ao longo do tempo.

cinada a cada 10 unidades de tempo (T" = 10)
observa-se a erradicagao dessa epidemia.

5 Conclusao

Este artigo apresenta uma abordagem estocastica
para a modelagem de epidemias. A partir de pre-
missas epidemiolégicas, foi elaborado o controle
por meio de vacinagao pulsada para o Modelo Ba-
seado em Individuos (MBI). Percebe-se a impor-
tancia do numero de individuos vacinados e do
periodo de vacinagao para determinar o controle
da doenca.

Diferentemente do modelo SIR que utiliza a



estratégia de compartimentos, o Modelo Baseado
em Individuos considera cada individuo como uma
entidade tnica e discreta que possui caracteristi-
cas que mudam ao longo do ciclo de vida, tal como
idade, classe social, entre outras. Por isso, é pos-
sivel realizar um controle inteligente por meio da
vacinagao pulsada. Assim, pode-se determinar o
controle de uma doenca a partir das caracteristi-
cas do individuo.

Acredita-se que um ponto importante neste
trabalho seja a elaboragao de uma metodologia
que permita a andlise de fenomenos associados
a um numero finito (possivelmente pequeno) de
individuos, ao contrario da premissa de continui-
dade do modelo SIR, que implica, de fato, na pre-
missa de um nimero aproximadamente infinito de
individuos.

Um trabalho futuro serd a determinacgao da
relagao entre o nimero de individuos vacinados p
e o periodo de vacinacgao T' do modelo proposto, a
fim de diminuir custos e/ou tempo de erradicacao.
Um outro trabalho sera, o controle inteligente a
partir das caracteristicas dos individuos.
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